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Streszczenie: Celem niniejszej pracy jest analiza statyczna konstrukcji prtowych 
w ujciu probabilistycznym. Parametry projektowe konstrukcji zdefiniowano jako 
wielkoci deterministyczne oraz zmienne losowe. Zmienne losowe nie s skorelowane. 
Kryterium awarii konstrukcji okrelaj funkcje graniczne zwizane ze stanem granicznym 
nonoci i uytkowalnoci. Wyznaczono wskanik niezawodnoci Cornella oraz Hasofera-
Linda. Podstawow metod badawcz jest metoda FORM. W celu weryfikacji poprawnoci 
oblicze zastosowano metody: SORM, Monte Carlo oraz Importance Sampling. 
Wyznaczono wraliwo wskanika niezawodnoci na zmienne losowe. W 
przedstawionych przykładach analizy niezawodnoci wykorzystano program STAND. 
Słowa kluczowe: zmienne losowe, wskanik niezawodnoci, metoda FORM, 
wraliwo wskanika niezawodnoci. 
1. Wstp 
Do lat trzydziestych XIX wieku bezpieczestwo konstrukcji wynikało ze stosowania 
w projektowaniu tzw. metody obcie niszczcych, wywodzcej si od koncepcji 
Galileusza [1]. Pod wpływem prac C. A. Coulomba [2], H. Treski [3] i J. J. Guesta [4] 
ukształtowała si metoda napre dopuszczalnych. Powysze metody stosowane były 
w rónych wersjach w normach projektowania konstrukcji budowlanych do koca lat 
siedemdziesitych XX wieku. Radykaln zmian podejcia do projektowania i oceny 
bezpieczestwa konstrukcji zapocztkowały niezalene prace W. Wierzbickiego [5] i N. S. 
Streleckiego [6]. W pracach tych zaproponowano, by bezpieczestwo konstrukcji 
budowlanych traktowa jako zdarzenie losowe i analizowa metodami rachunku 
prawdopodobiestwa. Na podstawie tych koncepcji opracowano, stosowan obecnie 
w normach, półprobabilistyczn metod stanów granicznych. 
W metodzie tej nie operuje si bezporednio zmiennymi losowymi X, lecz ich 
wartociami charakterystycznymi i obliczeniowymi. Warto charakterystyczna Xk
zmiennej losowej X, to warto, która moe zosta przekroczona z pewnym z góry 
załoonym, odpowiednio małym prawdopodobiestwem. Warto obliczeniowa Xd
zmiennej losowej X powstaje przez pomnoenie jej wartoci charakterystycznej przez 
odpowiedni czciowy współczynnik bezpieczestwa . Obliczenia projektowe polegaj na 
sprawdzeniu, czy wartoci obliczeniowe spełniaj równanie projektowe, właciwe dla 
danego stanu granicznego. Czciowe współczynniki bezpieczestwa powinny by tak 
dobrane, aby spełnienie przez wartoci obliczeniowe równania projektowego zapewniało 
elementowi konstrukcyjnemu odpowiedni stopie niezawodnoci.  
Probabilistyczne metody pozwalaj na ilociow ocen niezawodnoci konstrukcji. 
W metodach tych wykorzystywane s informacje o typach rozkładu zmiennych 
projektowych i ich parametrach. Takie sformułowanie pozwala na jawne uwzgldnienie 
losowoci w procesie projektowania. W rezultacie, moliwa jest budowa modelu 
matematycznego, który pozwala oszacowa, jakie jest prawdopodobiestwo okrelonego 
zachowania konstrukcji. 
Ze wzgldu na sposób obliczenia prawdopodobiestwa awarii metody te dzielimy na: 
• aproksymacyjne: FORM, SORM, metoda powierzchni odpowiedzi,  
• symulacyjne: klasyczna metoda Monte Carlo, Importance Sampling, Sztuczne 
Sieci Neuronowe. 
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W prezentowanej pracy metody symulacyjne były stosowane jedynie do weryfikacji 
poprawnoci oblicze. Podstawow metod badawcz była jedna z metod 
aproksymacyjnych FORM. Jako miar niezawodnoci, przyjto tzw. wskanik 
niezawodnoci Hasofera-Linda [7]. Bardzo du zalet metody FORM jest to, e 
umoliwia ona obliczenie wraliwoci wskanika niezawodnoci na zmian dowolnych 
wystpujcych w opisie zadania parametrów praktycznie bez potrzeby dodatkowych 
oblicze jako pierwsz pochodn wskanika  po zadanej zmiennej. Metoda FORM daje 
najlepsze rezultaty, gdy istnieje tylko jeden punkt projektowy, funkcja graniczna nie jest 
silnie nieliniowa, jest róniczkowalna.  
2. Program STAND jako narzdzie w analizie niezawodnoci 
W przedstawionych poniej przykładach analizy niezawodnoci wykorzystano 
program STAND. Autorami programu s Knabel, Kolanek, Nguyen Hoang, Stocki, 
Tauzowski, Lasota [8, 9] z Instytutu Podstawowych Problemów Techniki PAN. Realizacja 
zadania niezawodnoci konstrukcji przy uyciu programu STAND rozpoczyna si od 
stworzenia modelu obliczeniowego. Uytkownik programu podaje parametry brzegowych 
rozkładów prawdopodobiestwa zmiennych losowych, a w przypadku zmiennych 
skorelowanych take współczynniki korelacji wzajemnej. W programie STAND funkcja 
łcznej gstoci prawdopodobiestwa wektora zmiennych losowych aproksymowana jest 
za pomoc tzw. modelu Natafa. Model Natafa [10] pozwala na efektywn transformacje 
oryginalnych zmiennych losowych do gaussowskiej przestrzeni standardowej. W obecnej 
wersji programu do opisu zmiennych losowych przyjmowane mog by nastpujce 
rozkłady prawdopodobiestwa: jednostajny, normalny, log-normalny, wykładniczy, 
Rayleigha, Gumbela, Frecheta i Weibulla. 
Po zdefiniowaniu modelu obliczeniowego uytkownik wprowadza wzór funkcji 
granicznej w standardowym zapisie matematycznym jako zaleno od zmiennych 
losowych podstawowych i zewntrznych. W pracy rozpatrywane s dwa typy warunków 
odpowiedzialnych za stan graniczny nonoci i uytkowania. Nastpny etap to wybór 
metody analizy niezawodnoci oraz uruchomienie oblicze. Zadanie koczy si
wygenerowaniem informacji zawierajcej wartoci prawdopodobiestwa awarii oraz jego 
wraliwoci na parametry rozkładów prawdopodobiestwa zmiennych losowych.  
3. Przykłady 
3.1. Przykład 1 
Analiz niezawodnoci przeprowadzono dla konstrukcji ramowej hali stalowej 
(rys.1a). Konstrukcj analizowano przy załoeniu liniowo-sprystego modelu materiału 
oraz małych przemieszcze. 
Jako wielkoci deterministyczne przyjto: pola przekrojów elementów, ich momenty 
bezwładnoci oraz długoci słupów i rygli. Poniej wymieniono wielkoci o charakterze 
probabilistycznym:  
X1 – obcienie stałe od ciaru własnego pokrycia z 1m połaci dachowej, 
X2 – obcienie stałe od ciaru własnego okładziny z 1m ciany osłonowej, 
X3 – obcienie stałe z fragmentu obudowy dachu i ciany przy okapie sprowadzona do siły 
skupionej oddziaływujcej na słup konstrukcji, 
X4 – obcienie zmienne od równomiernego obcienia niegiem połaci dachowej, 
X5 – obcienie zmienne z fragmentu dachu i ciany przy okapie sprowadzona do siły 
skupionej oddziaływujcej na słup konstrukcji, 
X6 – moduł sprystoci dla stali S235JR, 
X7 – granica plastycznoci dla stali S235JR. 
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Rys. 1. Układ nony hali stalowej a) schemat ramy, b) obcienie konstrukcji. 











obcienie X1 normalny 4,83 [kN/m] 0,96 [kN/m] 20 [%] 
obcienie X2 normalny 12,28 [kN/m] 2,46 [kN/m] 20 [%] 
obcienie X3 normalny 8,59 [kN] 1,9 [kN] 22 [%] 
obcienie X4 normalny 12,96 [kN/m] 2,6 [kN/m] 20 [%] 
obcienie X5 normalny 6,48 [kN] 1,42 [kN] 22 [%] 
moduł sprystoci X6 normalny 231106 [kN/m2] 24,26106 [kN/m2] 10,5 [%] 
granica plastycznoci X7 normalny 263,2103 [kN/m2] 30,27103 [kN/m2] 11,5 [%] 
Analiz niezawodnoci przeprowadzono dla najbardziej niekorzystnej kombinacji 
obcie: obcienie stałe + równomierne obcienie niegiem (rys. 1b). Funkcjami 
granicznymi nałoonymi na konstrukcj non s ograniczenia przemieszczeniowe 
zwizane ze stanem granicznym uytkowalnoci oraz ograniczenia napreniowe 
odnoszce si do stanu granicznego nonoci. Wstpna analiza stanu przemieszcze i sił 
wewntrznych wykonana za pomoc programu Robot pozwoliła zlokalizowa miejsca 
wystpowania ich ekstremalnych wartoci. Nastpnie stosujc Metod Elementów 
Skoczonych wyznaczono w programie Mathematica wzór na maksymalne 
przemieszczenie pionowe  
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w funkcji zmiennych losowych o wektorze: X = {X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7}. 
Sformułowano funkcje graniczne opisujce: 
• stan graniczny uytkowalnoci 
dopq
q
Xg max1 1)( −= (3) 
gdzie qdop=L/250 oznacza przemieszczenie dopuszczalne wg normy PN-EN 1993-1-1. 
Dla rozwaanej konstrukcji warto qdop= 0,096 m. 
• stan graniczny nonoci 
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gdzie Ws – oznacza sprysty wskanik wytrzymałoci słupa. Dla profilu HEB 450 


























































gdzie: g(X1, X2,…, Xn) – funkcja graniczna w funkcji zmiennych losowych Xi, ai
(i=0, 1, 2, …, n) – współczynniki, Xi – niezalene zmienne losowe o rozkładach 
normalnych, Xi – warto rednia zmiennej losowej, Xi – wariancja zmiennej losowej; 
dla liniowej (5) i nieliniowej (6) postaci funkcji granicznej otrzymano warto wskanika 
niezawodnoci Cornella dla stanu granicznego uytkowalnoci 1=2,09, co odpowiada 
prawdopodobiestwu awarii na poziomie pf = 0,023 oraz dla stanu granicznego nonoci 
2=5,09 co kształtuje zawodno konstrukcji na poziomie pf = 1,010-7. Nastpnie 
wyznaczono warto wskanika niezawodnoci Hasofera-Linda metod FORM 
oraz, dla porównania, innymi stosowanymi metodami niezawodnoci tj. SORM, Monte 
Carlo i Importance Sampling. Wyniki zestawiono w tabeli 2. Oszacowano błd wzgldny 
wyznaczenia wskanika niezawodnoci Hasofera-Linda przy załoeniu, e układem 
odniesienia jest metoda Monte Carlo (tabela 3).  
Tabela 2. Analiza porównawcza obliczania wskanika niezawodnoci 





Stan graniczny uytkowalnoci (funkcja g1) 2,09 1,8315 1,8294 1,9085 1,8211 
Stan graniczny nonoci (funkcja g2) 5,09 3,5301 3,4580 3,7190 3,5079 
Tabela 3. Błd wzgldny wyznaczania wskanika niezawodnoci w odniesieniu do metody Monte Carlo 
Typ analizy FORM SORM Importance Sampling 
Stan graniczny uytkowalnoci (funkcja g1) 4,035 4,145 4,580 
Stan graniczny nonoci (funkcja g2) 5,079 7,018 5,676 
W wyniku przeprowadzonej analizy niezawodnociowej w programie STAND 
uzyskujemy równie informacj dotyczc liczby wywoła funkcji granicznej, a co z tym 
zwizane czasu niezbdnego do oszacowania wskanika niezawodnoci (tabela 4). Ponadto 
otrzymano wykresy obrazujce wraliwo wskanika niezawodnoci na zmienne losowe 
dla funkcji granicznej opisujcej stan graniczny nonoci (rys. 2.) oraz stan graniczny 
uytkowalnoci (rys. 3.). 
Tabela 4. Analiza efektywnoci numerycznej metody FORM w stosunku do innych metod 
Typ analizy FORM SORM Monte Carlo Importance Sampling 
Stan graniczny uytkowalnoci (funkcja g1) 32 74 4000 532 
Stan graniczny nonoci (funkcja g2) 28 40 10000 528 
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Stan graniczny uytkowalnoci (funkcja g1) 2,09 1,8315 1,8294 1,9085 1,8211 
Stan graniczny nonoci (funkcja g2) 5,09 3,5301 3,4580 3,7190 3,5079 
Tabela 3. Błd wzgldny wyznaczania wskanika niezawodnoci w odniesieniu do metody Monte Carlo 
Typ analizy FORM SORM Importance Sampling 
Stan graniczny uytkowalnoci (funkcja g1) 4,035 4,145 4,580 
Stan graniczny nonoci (funkcja g2) 5,079 7,018 5,676 
W wyniku przeprowadzonej analizy niezawodnociowej w programie STAND 
uzyskujemy równie informacj dotyczc liczby wywoła funkcji granicznej, a co z tym 
zwizane czasu niezbdnego do oszacowania wskanika niezawodnoci (tabela 4). Ponadto 
otrzymano wykresy obrazujce wraliwo wskanika niezawodnoci na zmienne losowe 
dla funkcji granicznej opisujcej stan graniczny nonoci (rys. 2.) oraz stan graniczny 
uytkowalnoci (rys. 3.). 
Tabela 4. Analiza efektywnoci numerycznej metody FORM w stosunku do innych metod 
Typ analizy FORM SORM Monte Carlo Importance Sampling 
Stan graniczny uytkowalnoci (funkcja g1) 32 74 4000 532 
Stan graniczny nonoci (funkcja g2) 28 40 10000 528 
Rys. 2. Wraliwo wskanika niezawodnoci  na zmienne losowe dla funkcji granicznej opisujcej stan 
graniczny nonoci 
Rys. 3. Wraliwo wskanika niezawodnoci  na zmienne losowe dla funkcji granicznej opisujcej stan 
graniczny uytkowalnoci 
3.2. Przykład 2  
W przykładzie 2 analizie niezawodnoci poddano konstrukcj łuku ze cigiem 
i wieszakami obcion obcieniem równomiernie rozłoonym (rys. 4). Element nony 
zaprojektowano z dwuteownika 200 wykonanego ze stali S235H o granicy plastycznoci 
fy=215 MPa. Załoono, e konstrukcja jest zabezpieczona przed skrceniem oraz utrat
statecznoci w kierunku prostopadłym do płaszczyzny, w której si znajduje.  
Podobnie jak w przykładzie 1 załoono liniowo-sprysty model materiału oraz małe 
przemieszczenia. Jako wielkoci deterministyczne przyjto: pole przekroju dwuteownika, 
rozpito l i strzałka łuku f oraz kt  – kt pomidzy styczn do łuku a poziomem. 
Wielkoci o charakterze probabilistycznym wraz z ich opisem zestawiono w tabeli 5. 
Ograniczeniem nałoonym na konstrukcj non s ograniczenia zwizane z maksymaln
sił ciskajc odnoszce si do stanu granicznego nonoci.  
Rys. 4. Łuk ze cigiem i wieszakami wraz ze schematem obcienia. 
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obcienie X1 normalny 11,5 [kN/m] 1,725 [kN/m] 15 [%] 
obcienie X2 normalny 5,75 [kN/m] 0,8625 [kN/m] 15 [%] 
granica plastycznoci X3 normalny 240,8103 [kN/m2] 27,692103 [kN/m2] 11,5 [%] 
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gdzie: l – rozpito łuku (l = 30 m) oraz f – strzałka łuku (f = 6 m), 

















3 1)( −= (9) 
gdzie: Nb,Rd – nono dwuteownika ze wzgldu na wyboczenie wyraona wzorem 
Nb,Rd = AX3/M0 (A = 0,00335 m2, M0 = 1),  –współczynnik wyboczeniowy ( = 0,315). 
Podstawiajc wszystkie dane oraz przechodzc na zapis w funkcji zmiennych losowych 






XXXg +−= (10) 
Korzystajc ze wzoru (6) dla nieliniowej postaci funkcji granicznej obliczono 
wskanik niezawodnoci Cornella dla stanu granicznego nonoci 3=1,47, co odpowiada 
prawdopodobiestwu awarii na poziomie pf = 0,095. Podobnie jak w poprzednim 
przykładzie wyznaczono warto wskanika niezawodnoci Hasofera-Linda metod FORM 
oraz, dla porównania, metodami SORM, Monte Carlo i Important Sampling. Wyniki 
zestawiono w tabeli 6. Oszacowano błd wzgldny wyznaczenia wskanika niezawodnoci 
Hasofera-Linda przy załoeniu, e układem odniesienia jest metoda Monte Carlo (tabela 7).  
Tabela 6. Analiza porównawcza obliczania wskanika niezawodnoci 





Stan graniczny nonoci (funkcja g3) 1,47 1,2866 1,2865 1,2377 1,2922 
Tabela 7. Błd wzgldny wyznaczania wskanika niezawodnoci w odniesieniu do metody Monte Carlo 
Typ analizy FORM SORM Importance Sampling 
Stan graniczny nonoci (funkcja g3) 3,951 3,943 4,403 
Podobnie jak w przykładzie 1 uzyskano informacj dotyczc liczby wywoła funkcji 
granicznej (tabela 8) oraz otrzymano wykres obrazujcy wraliwo wskanika 
niezawodnoci na zmienne losowe dla funkcji granicznej opisujcej stan graniczny 
nonoci (rys. 5.). 
Tabela 8. Analiza efektywnoci numerycznej metody FORM w stosunku do innych metod 
Typ analizy FORM SORM Monte Carlo Importance Sampling 
Stan graniczny nonoci (funkcja g3) 20 32 1000 520 
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Korzystajc ze wzoru (6) dla nieliniowej postaci funkcji granicznej obliczono 
wskanik niezawodnoci Cornella dla stanu granicznego nonoci 3=1,47, co odpowiada 
prawdopodobiestwu awarii na poziomie pf = 0,095. Podobnie jak w poprzednim 
przykładzie wyznaczono warto wskanika niezawodnoci Hasofera-Linda metod FORM 
oraz, dla porównania, metodami SORM, Monte Carlo i Important Sampling. Wyniki 
zestawiono w tabeli 6. Oszacowano błd wzgldny wyznaczenia wskanika niezawodnoci 
Hasofera-Linda przy załoeniu, e układem odniesienia jest metoda Monte Carlo (tabela 7).  
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Stan graniczny nonoci (funkcja g3) 1,47 1,2866 1,2865 1,2377 1,2922 
Tabela 7. Błd wzgldny wyznaczania wskanika niezawodnoci w odniesieniu do metody Monte Carlo 
Typ analizy FORM SORM Importance Sampling 
Stan graniczny nonoci (funkcja g3) 3,951 3,943 4,403 
Podobnie jak w przykładzie 1 uzyskano informacj dotyczc liczby wywoła funkcji 
granicznej (tabela 8) oraz otrzymano wykres obrazujcy wraliwo wskanika 
niezawodnoci na zmienne losowe dla funkcji granicznej opisujcej stan graniczny 
nonoci (rys. 5.). 
Tabela 8. Analiza efektywnoci numerycznej metody FORM w stosunku do innych metod 
Typ analizy FORM SORM Monte Carlo Importance Sampling 
Stan graniczny nonoci (funkcja g3) 20 32 1000 520 
Rys. 5. Wraliwo wskanika niezawodnoci  na zmienne losowe dla funkcji granicznej opisujcej stan 
graniczny nonoci
4. Wnioski 
Jednym z celów pracy było sprawdzenie, czy proste narzdzie, jakim jest metoda 
FORM, jest wystarczajce do przeprowadzenia analizy niezawodnoci konstrukcji. 
Dla porównania w pracy przedstawione zostały inne stosowane metody niezawodnoci 
tj. SORM, Monte Carlo, Importance Sampling. Oszacowano błd wzgldny wskanika 
niezawodnoci dla poszczególnych metod przy załoeniu, e układem odniesienia jest 
metoda Monte Carlo. Analizujc wyniki moemy zauway, e błd ten oscyluje 
w granicach 4-5% mona wic uzna, e metoda FORM jest dostatecznie dokładna. Nie 
bez znaczenia jest równie czas oblicze, który uwarunkowany jest liczb wywoła funkcji 
granicznej. Odnoszc si np. do rezultatów z przykładu 2 do oszacowania 
prawdopodobiestwa awarii w przypadku metody FORM wystarczy 20 wywoła, 
w metodzie SORM 32, w metodzie Importance Sampling 520, za w metodzie Monte Carlo 
1000. Pozwala to wnioskowa, e metoda Monte Carlo nie nadaje si do zastosowania 
w duych zadaniach niezawodnociowych. Zwizane jest to jak wida ze znacznym, 
w porównaniu z metod FORM, czasem oblicze oraz brakiem moliwoci szybkiego 
uzyskania wraliwoci otrzymywanego wskanika niezawodnoci na parametry 
projektowe. Jednak ze wzgldu na du dokładno metoda ta słuy do oszacowania błdu 
wynikajcego z zastosowania metod pierwszego i drugiego rzdu. Metoda FORM pozwala 
uzyska szybk odpowied, co umoliwia jej zastosowanie w praktyce inynierskiej, jako 
jeden z modułów obliczeniowych programów wspomagajcych projektowanie konstrukcji.  
Niezalenym, ale bardzo istotnym elementem pracy jest badanie wraliwoci 
wskanika niezawodnoci na zmiany charakterystyk probabilistycznych rozwaanych 
zmiennych losowych. Analizujc wyniki otrzymane w przykładzie 1 dla stanu granicznego 
nonoci (rys. 2.) moemy zauway, e wraliwo wskanika niezawodnoci jest 
najwiksza dla zmiennej losowej X7 opisujcej granic plastycznoci materiału, natomiast 
najmniejsza dla zmiennej losowej X2 wyraajcej obcienie stałe od ciaru własnego 
okładziny ze ciany osłonowej. Wyniki oblicze uzyskane dla stanu granicznego 
uytkowalnoci (rys. 3.) wskazuj, e wraliwo wskanika niezawodnoci jest najwiksza 
dla zmiennej losowej X6 opisujcej moduł sprystoci stali S235JR, za najmniejsza 
(podobnie jak dla stanu granicznego nonoci) dla zmiennej losowej X2. Wykresy 
przedstawione w przykładzie 2 (rys. 5.) wiadcz o tym, e wraliwo wskanik jest 
najwiksza dla zmiennej X3 opisujcej granic plastycznoci stali S235H, a najmniejsza dla 
zmiennej X2 okrelajcej obcienie. Znajomo tej wraliwoci ma due znaczenie w 
lepszym zrozumieniu pracy konstrukcji. Jeeli wraliwo wskanika niezawodnoci ze 
wzgldu na zmienn losow X jest mała w porównaniu do innych zmiennych to moemy 
uzna, i wpływ tej zmiennej na warto prawdopodobiestwa awarii jest niewielki i w 
kolejnych obliczeniach traktowa j jako parametr deterministyczny.  
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Abstract: The study concerns the static analysis of rods structures in terms of 
probabilism. Structural design parameters are defined as the deterministic values and 
random variables. Random variables are not correlated. The criterion for structural failure is 
expressed the limits of functions referring to the ultimate and serviceability limit state. The 
Cornell and Hasofer-Lind index is used as a reliability measure. The primary research 
method is the FORM method. In order to verify the correctness of the calculation SORM, 
Monte Carlo and Importance Sampling methods are used. The sensitivity of reliability 
index to the random variables is defined. The STAND program is used to present the 
examples of reliability analysis. 
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